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As referencias [1], [2] e [3] descrevem a aplicagao de geometria diferencial ao 
problema da identificagao de sistemas dinamicos lineares, isto e, a determinagao 
dos parametros que os definem a partir de amostras de series de entrada e de 
saida. O conjunto de tais sistemas com o mesmo mimero de series de entrada 
e de saida e mesmo grau de McMillan constitui uma variedade diferenciavel 
riemaniana. O interesse em determinar-se o tensor metrico em cada ponto de 
tais variedades tem dois motivos: um, puramente matematico, de investigagao 
das propriedades geometricas daquelas variedades, e outro, computacional, de 
melhoria dos algoritmos de otimizagao usados no processo de estimagao dos 
parametros de sistemas reals. Os algoritmos do tipo quase-Newton usam uma 
aproximagao da hessiana da fungao objetivo (fungao de verossimilhanga, por 
exemplo); se essa aproximagao for substituida pelo tensor metrico G{9) corre- 
spondente ao ponto em que se esta, a trajetoria percorrida ate chegar-se ao 
ponto otimo fica quase independente da parametrizagao usada para descrever o 
sistema; consegue-se, assim, fazer identificagao independente de coordenadas. 

Seja H(z) a fungao de transferencia de um sistema linear a tempo discrete 
com m entradas, m saidas e grau de McMillan n. H(z) e uma matriz de fungoes 
racionais de z. Suponha-se o sistema estavel. Qualquer sistema desse tipo pode 
ser descrito por 2mn parametros 9i , 1=1,2. ..,2mn, de modo que H(z) e uma 
fungao do vetor 9 . Em [5], o autor deste artigo prova que o element© g^ do 
tensor pode ser obtido pela formula: 



d0i dBj 



onde , C e o circulo unitario centrado na origem do piano complexo 

e tr representa trago. 

Nas parametrizagoes superpostas ou pseudo-canonicas, as componentes de 
sao naturalmente divididas em dois grupos, cada um com mn componentes: as 
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que so aparcccm no lado csqucrdo dc um modclo ARMA (ou, cquivalcntcmcnte, 
na matriz A que multiplica o estado em um modelo em espa^o de estados) e as 
outras. Seja I o primeiro grupo e J, o segundo. 
No modelo ARMA(p,p) 

Aoyt + AiHt-i + ... + ApUt-p = BoUt + Biut-i + ... + BpUt-p 
onde yi,ut e J?™ e Aj e sac matrizes mx m , tem-se 

H(z)=A-i {z)B{z) 

onde A{z)= AqzP + AizP-^ + ... + Ap 

e B{z)= BozP + BizP-^ + ... + Bp 

Scjam M(z) c K as matrizes da paramctrizacao supcrposta ARMA dcfinida 
em [4], onde p=max{nj}, sendo Uj os indices de Kronecker do sistema. Entao, 
o autor do presente artigo demonstra em [6] que 
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A-^{z)M{z) 
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Caso 3: 

gij = 
A-^{z) 



iel 

tr 



[A'\z) i^^K+^[I-H{z)]^ 
+ [I- H^z-^)] A-^z-^)]z-^dz 
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No modelo em espago de estados 
xt+i = Axt + But 

yt = Cxi + iLi 

onde Xt G i?" and w*, j/t G i?™ 

com A, B e C dadas em fungao de Q pela parametrizagao superposta definida 

em [4], demonstra-sc em [6] que: 
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Caso 2: 
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-1 OtI , 



C{zl - A) 



-1 dB as" 



C7(z/ - A)-^^{zI - A)-^{z-^I ■ 
Caso 3: iel and jeJ 



z dz 



A)-^^-^{z~^I-A)-^C^ 



^dz 



9ij = 
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C(.7 - A)-^§^{zI - A)-^%{z-^I - A)-^C^ 



^dz 



No caso de sistemas estocasticos, isto e, com entradas ruidosas desconhecidas 
(o que torna a saida probabilistica), sejam r, = E{ytvf+i),i = 0, 1, 2, .... Entao, 
este autor mostra, em [7], que as seguintes duas formulas fornecem tensores, 
conforme a definigao que se escolha para o produto interne no espago tangente 
a variedade: 
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au(z) au'^jz- 



aoj 



onde:U{z) = J^ilo^i 
Ou: 



9ij 

onde T(z) 



X]i^-oo -'^'•^ ' ~ H(z)RH-^(z ^) e a fimgao densidade espectral 
da saida {yt} do sistema dinamico linear cuja fungao de transferencia e H(z) e 
cuja entrada e um ruido branco {cf}, de media nula e covariancia R. 

A conclusao e que utilizando-se uma linguagem de programagao que con- 
tenha comandos de computagao algebrica, como MAPLE ou MATHEMATICA, 
pode-se, usando as formulas aqui apresentadas, calcular o tensor e incorpora-lo 
ao algoritmo de estimagao dos parametros ou simplesmente usa-lo para descrever 
as propriedades geometricas de conjuntos de sistemas lineares dinamicos. Em- 
bora as formulas resultantes cresgam rapidamente em complexidade, a hipotese 
de estabilidade permite que muitos termos de ordem superior sejam desprezados, 
obtendo-se aproximagoes ainda liteis. 
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